A
_& * ‘% Departamento de Matematica Aplicada y Estadistica. UPCT

Titulacién: Grado en Ingenierfa Quimica
Asignatura: Matematicas I

HOJA DE PROBLEMAS: ESPACIO VECTORIAL EUCL{DEO

1. Se consideran, en R®, con el producto escalar euclideo, los siguientes subespacios:

UE{ e=y—2=0 =z (2,0, —1), (0,—4,1) >

z—2z=

a) Obtener una base ortonormal de cada uno de los subespacios.
b) Obtener una base de UL y otra de W+.
¢) Calcular la proyeccién ortogonal del vector v = (3,2,1) sobre U y también sobre W.

d) Interpreta geométricamente el apartado anterior.
2. En R?® con el producto escalar
(@, y,2) (7,9, 7)) = 2z2’ + dyy’ + 22/
a) Hallar mediante el método de Gram-Schmidt una base ortonormal del subespacio
U=<(1,-1,2),(0,3,-2) >
b) Calcular mediante el método de Gram-Schmidt una base ortonormal del subespacio
W={(z,y,2) 12— 2y+ 23— 2y —2=0}

3. En el espacio vectorial P,[R] de los polinomios reales de grado menor o igual que 2 se considera el siguiente
producto escalar

p1(2) - pa(a) = /0 p1 () (2)dz

Calcular una base ortonormal del subespacio de P3[R]
S =<2+ 5z — 4z% >
4. Matrices ortogonales. Una matriz cuyas columnas son vectores ortonormales dos a dos se dice matriz
ortogonal. Se pide:

a) Sea A una matriz ortogonal. Comprueba que AT - 4 = I. Por tanto, en las matrices ortogonales,
traspuesta = inversa.

b) Comprueba que la matriz de rotacién en el plano
__( cosf —siné
T\ sinf cosé

es ortogonal (respecto al producto escalar usual de R?) y encuentra su inversa. A_}naliza geométrica-
mente el efecto que se produce al multiplicar A sobre el vector ¢ = (1,0) y sobre j = (0,1).

=(34)

al actuar sobre un vector ¥ = (z,y) permuta el orden de las coordenadas z e y. Analiza si se trata
de una matriz ortogonal (respecto al producto escalar usual de R?) y encuentra su inversa.

¢) Comprueba que la matriz



5. Fuerza y Trabajo. Supongamos que una particula se desplaza desde la posicién 71 = (z1,y1,21) a

7y =

(22, Y2, 29) por accién de una fuerza F= (Fy, F», F3). Se define el trabajo ejercido por F produciendo

un desplazamiento d = (22 — Z1,Y2 — Y1, 22 — #1) COMO

W=F.d

Supongamos que F=3+2jyque d=2i— j‘ Se pide:

a)
b)

¢)

Calcula el trabajo W.

Calcula la proyeccién de la fuerza F sobre el subespacio generado por d_: es decir, la componente de
la, fuerza en direccién del desplazamiento.

Calcula la componente normal de la fuerza, es decir, la proyeccién de F sobre el subespacio ortogonal
ad.

6. Matematicas II. Se considera el espacio de funciones

L2 ([—m,7];R) = {f [-mm] = R ’ fiz)dz < oo}.

-

Se pide:

a)

¢)

Comprueba que el sistema de vectores
{1, cos , sin , cos(2z), sin(2z), - - - , cos(nx), sin(nz), - - - }. (1)

es un sistema ortogonal respecto al producto escalar

m

<fag 2= ~ f(w)g(x)dw, vaELz([_ﬂ-a"r];R)'

Indicacion: Usar las férmulas trigonométricas siguientes:

sinacos B = %sin(a +8)+ %sin(oz -B)
sinasin B = 7 cos(a — ) — 5 cos(a + B)
cosacosf = 3 cos(a+ B) + 3 cos(a — B).

Dada una funcién f € L? ([, 7] ;R), a las coordenadas de f en el sistema (1) se les llama coeficientes
de Fourier, es decir,

[e0]
a 3
flz) =2+ Z (an cos(nz) + by sin(nz)) .
2
n=1
El término de la derecha en la igualdad anterior se llama serie de Fourier de f. Hay una diferencia
importante en la combinacién lineal anterior: la suma tiene infinitos términos, pero este asunto
serd tratado Matematicas II. Comprueba que los coeficientes de Fourier a,, y b, estédn dados por las

férmulas é\»/\ i
an = 7 [T f(z)cos(nz) dz, n>0

by =1 [T f(z)sin(nz)dz, n>1

Calcula los coeficientes de Fourier en L? ([—7, @] ;R) de las funciones f(z) =z y g(z) = |z| .
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114 Capitulo 8. Método de Separacion de Variables

Ejemplo 8.2.1 Consideremos la funcién 2m—periédica definida como

fle)=|z] para —w<az<n
y f(x+27) = f(2) Yz € R. Se trata de una funcién par, y por tanto, b, = 0.
Ademss,
w kig
ag = l\. xde=mn
T Jo
Y
M w
an = I.\ xcosnx dz
TJo
2 xsinnz|™ 2 .\.q sinnx
= = - = — dx
T on |y wo n
_2(-1)" -1
T on2

Por tanto, la serie de Fourier asociada a fes

4 1 4 2%k —
TR pemme=g- 1Y SA-Je
T n=1,3,5,: " 2 k=1 (2k =1)

En la siguiente grafica aparecen representados, en (a) la extensién 2 —periédica

dela funcién f (z) = |z, en (b) S1 yen (c) S3, donde S,, = mlm NHH ﬁmﬂ%

3.
2

(a)

MYAVAY,
RAYAY,
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Ejemplo 8.2.2 Consideremos ahora la funcién
flx)=x para —7n<z<n7

y f(z+27) = f(z) Vo € R. Se trata de una funcién impar, y por tanto,
an =0. Ademsds,

2 [ .
b, = l\ xsinnx dx

T Jo
2 x m H.\.a

= — | ——cosnz| + — cosnz dx
T n o nJy
2 1

= ={=1"".
2(-1)

Por tanto, la serie de Fourier de f es
[ee]
n=1

En la siguiente grafica siguiente aparecen representados, en (a) la grafica
de la extensién 2r—periédica de f (2) =, en (b) S5 y en (c) S5, donde S, =
DR (=1)*** sin kx es ¢l término n—ésimo de la serie de Fourier asociada a

b

(-1)"sinna.

3w

(a)









